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RESUME 

Une etude numerique des ecoulements tridimensionnels instationnaire est 
presentee. Trois methodes, l'une semi-implicite, les deux autres explicites 
sont comparees et testees sur des configurations d 'ecoul ements types (ca vi te 
entrainee, cavite en convection, cavite en convection mixte). Ces methodes sont 
ensuite appliquees a un probleme de ventilation d'une cabine d~ peinture. La 
methode semi-implicite a prouve sa superiorite en precision. La methode expli­
cite du type M.A.C. s'est revelee plus economique en temps de calcul. 

INTRODUCTION 

Lors de la conception d'une installation de ventilation generale, il est 

necessaire de prendre en compte l 'enserr.ble des mecanismes de transport des 

polluants au Sein du local. Dans la tres grande majodte des cas, ces meca~ 

nismes sont lies aux proprietes convectives et diffusionnelles de 1 'ecoulement 

de l'air. Or, celles-ci sont en general fort mal connues du fait de leur depen~ 

dance etroite aux conditions locales d'ecoulement. 

C'est pourquoi, i1 est paru interessant de develop-per des codes de calcul 

permettant de prevoi r le champ des vi tesses et u I teri eurement des concentra­

tions en polluant en tout point du local. Les travaux presentes constituent une 

premiere etape dans la mise au point de ces codes. 

FORMULAHON MATHEMATIQUE DU PROBLEME ET METHODES DE RESOLUTION 

Les configurations d'ecoulement d'air rencontrees dar'ls les problemes de 

ventilatfon sont essentiellement tridirrensionnelles. En considerant l 'air au 

sein du local comme u11 gaz ideal incompressible, l 'ecoulement est regi par le 

systeme d'equations dit de Navier-Stokes : 

oVi . v· y· . _ 1 P. 1 rr ... J. , .J - - - .1 + 
P Re 

Ui,jj i = I, 2, 3 

Vi. i = 0 



Il existe dans la litterature un nombre assez important de methodes de reso­
lution de ce systeme d'equations dans le cas des ecoulements bidimensionnels. 
Citons en particulier la methode K-£ utilisee par Nielson [7] pour etudier la 
ventilation d'une piece chauffee uniformement par le sol. Cette methode con­
siste a resoudre, en plus des equations de Navier-Stokes, deux equations de 
transport, l'une de l 'energie cinetique turbulente K, l'autre du taux de dissi­
pation de l'energie E· La bibliographie sur les ecoulements tridimensionnels 
est en revanche peu abondante, notamment en espace confine. C'est pourquoi, 
nous avons ete amenes a tester, dans une configuration du type de celles ren­
contrees dans les problemes de ventilation, differentes methodes de resolution 
numerique, extrapolees a partir de celles developpees en ecoulement 
bidimensionnel. 

Trois methodes basees sur une discretisation par la methode des differences 
finies ont ete comparees 
- La methode explicite SOLA [1] de type M.A.C. (Marker and Cell), etendue au 

cas des ecoulements tridimensionnels par Gaillard [2], 
- La methode explicite de compressibilite artificielle [3], 
- La methode semi-implicite de compressibilite artificielle [4]. 
Ces trois methodes Se distinguent, d'une part, au niveau de la limitation dans 
le choix du pas de temps 6t et, d'autre part, dans le traitement du gradient de 
press ion. 

La discretisation des equations de Navier-Stokes est obtenue par une methode 
de difference finie decrite dans la ref. 6, en utilisant un maillage entrelace 
du type M. A . C • ( f i g. 1 ) . 

Rappel de la methode explicite "SOLA" 
Le schema aux differences finies s'ecrit 

avec = rn = vn + termes de transport ( 1 ) 

div vn+l = 0 ( 2) 

L'equation (2) est resolue de fa~on iterative dans chaque maille en ajustant 
les pressions et les vitesses par les quantites opu et ovu. 

u : indice d'iterative. 

(div yn+l)u 
o Pu = - w • ----------

2 6 t(.J:_ + - 1- + - 1-) 
r:,x2 t:,y2 r:,z2 



w coefficient de surrelaxation 

La stabilite numerique du scheffia necessaire par la convergence a ete etudiee 
par Viecelli [8] et a permis de connaitre les restructures sur le choix du pas 
de temps 

1 1 

2u _1_ + _1_ + _1_ 
t,x2 /jy2 t,z2 

mi n ( 6 x' /jy' 6Z ) 

I U! I VI I WI 

Methode de compressibilite artificielle 
Introduisons l'equation de compressibilite artificielle 

oP = - C.div vu 
0 't 

Cette equation est 
dont la loi d'etat 
P = a2 P 

La methode de 
de continuite div 

liee aux equations de Navier-Stokes d'un fluide compressible 
s'ecrit : 

a2 = cte 
compressibilite artificielle consiste a remplacer l 'equation 
V = 0 par 1 'equation~= - C.div vu 

o-r 

A l'etat asymptotique, div v ~ o. 

Le schema explicite s'ecrit sous la forme symbolique suivante 

MU (Un+l n n n Pn) 0 uh, vh, wh, = h ' h 

My ( U~, yn+l n n Pn) 0 vh' wh, = h ' h 

MW (U~, yn wn+l 
h' h ' 

n n) Wh, Ph = 0 

Pn+l_pn = -C t, tD ( u ~+ 1' yn+l 
h ' 

wn+l ) 
h 

3 



Le test de convergence du schema est le suivant 

Max l~n+l - ~nl <lo-6 
i .j.k. 

~ : u, v, w, p 

La stabilite numerique du schema explicite 
11 n'existe pas de theorie generale permettant d'etudier la stabilite glo­

bale des methodes de resolution des equations non lineaires. Nous etudions la 
stabilite du systeme tangent en utilisant la methode de Von Neumann. Les condi­
tions de stabilite retenues seront les conditions les plus restrictives sur le 
domaine. 

Nous ecrivons qu'une perturbation a 1 'instant initial restera bornee au 
cours des iterations. 

Les calculs effectues sont decris dans la ref. 6. Nous obtenons les restric­
tions suivantes sur le pas de temps 6t : 

6t 1 
~ 

Reh2 6 

(I Uj + I Vj + I WJ ) 6 t ~ 1 
h 

c > 0 

C6 t 2 + 26 t ~ .!_ 
h2 Reh 2 3 

Notons que ces conditions sont plus restritives que celles obtenues par 
Viecelli [8]. 

La methode semi-implicite de compressibilite artificielle 
L'avantage theorique de ce shema est qu'il ne comporte pas de restrictions 

sur le pas de temps contrairement aux schemas explicites, ce qui pourrait se 
traduire par une diminution notable du temps de calcul. 

La resolution numerique de ce schema est faite a 1 'aide d1 une procedure 
iterative du type Gauss-Seidel [6]. 



Le systeme d1equation a resoudre SI ecrit 

un+l,u+l = un+l,u 
h h 

K L (Un+ 1, u 
u h ' 

vn+l,u 
h ' 

wn+l,u 
h ' 

pn+l,u) 
h 

vn+l ,u+l = 
h 

vn+l,u 
h -

K L (Un+ 1 , u+ 1 
v h ' 

vn+l,u 
h ' 

wn+l,u 
h ' 

pn+l,u) 
h 

wn+l,u+l = wn+l,u K L (U n+ 1 , u+ 1 vn+l,u+l wn+l,u pn+l,u) 
h h - w h ' h ' h ' h 

pn+l,u+l = pn+l,u Cti "t D ( U ~+ l ' u+ l , vn+l,u+l wn+l,u+l) 
h h - h h 

"t est le temps fictif lie a 11iteration u. 
K et C sont des constantes determinees a partir de l 1analyse de stabilite et 
optimisees de fa~on a assurer la convergence la plus rapide. 

le test de convergence de cette procedure est le suivant : 

Max Max 
u,v,w i,j,h 

Stabilite numerique du schema semi-implicite 
Les calculs sont effectues de la meme maniere que pour le schema explicite. 

Nous obtenons les inegalites suivantes 

0 < K Reh2 
c > 0 <--

3 

K (I Uj + I Vj + I WI )2 "-
12ti t 2 

Reh2 

3K ( Cti"t + .!__ + ~) ~ 1 
h2 Re 6tit 

Ces inegalites montrent que quel que soit le choix du pas de temps tit, il 
existe toujours un K et un C qui satisfont aux conditions de stabilite. 

VALIDATION DES CODES DE CALCULS SUR UN CAS TEST 
Les trois schemas ont ete utilises pour determiner le champ des vitesses 

dans une cavite entrainee (fig. 2), ceci afin de tester la precision et la 
stabilite des methodes numeriques ainsi que leur aptitude a simuler les ecoule­
ments a fort nombre de Reynolds (Re) ou presentant des zones de recirculation. 
Les calculs ont ete realises en tridimensionnel pour les nombres de Reynolds 
10, 100 et 1000. 



La comparaison des trois methodes a montre que le schema explicite SOLA est 

performant en temps de calcul (C.P.U.). Le gain sur le pas de temps obtenu pour 

le schema semi-implicite (dix fois plus grand) ne suffit pas a compenser la 

necessite d'iterer sur les vitesses a chaque pas de temps. En revanche, ce 

schema est d'une meilleure precision. Le schema explicite de la methode de 

compressibilite artificielle necessite un nombre aussi important d'iterations 

dans 1 e temps. 

En imposant des conditions limites de symetrie sur les faces P1 et P2, 

l 'ecoulement obtenu est de nature bidimensionnelle, ce qui nous a permis de 

comparer nos resultats avec la litterature. 

La configuration de l 'ecoulement dans le pan median pour un nombre de 

Reynolds Re = 100 est donnee figure 3. Nous pouvons vo.ir le tourbillon pri­

maire. Les deux tourbillons secondaires des deux coins inferieurs ne sont pas 

visibles sur cette figure mais ont pu etre deceles a partir des champs de 

vitesses. 

Les resultats obtenus (position du centre du tourbillon principal Xo, 

positions et tailles des tourbillons secondaires de droite (X 1, Z1)L 1 et de 

gauche (X 2 , Z2) et L2 ) sont compares avec ceux pub lies par d'autres auteurs 

(voir tableau 1). 

Le tableau suivant donne les coordonnees des centres du tourbillon primaire 

(Xo, Zo), du tourbillon secondaire de gauche (X 1, Z1) et du tourbillon secon­

daire de droite (X2 , Z2l pour un ecoulement a Re= 100. 

TABLEAU 1 

Coordonnees des centres des tourbillons et tailles des tourbillons secondaires. 

Cavite entrainee Re = 100. 

Auteurs Maillage Xo X1 X2 L1 L2 Zo Z1 Z2 

Presente etude 22x12x22 0,65 0,02 0,95 ( 0'10 0' 11) (0,05 0,05) 
0,75 0,03 0,05 ' ' 

Tuann et Olson 8x8 0,62 0,05 0,97 (0,13 0,16) (0,07 0 ,07) 
0,74 0,07 0,04 ' ' 

Goda (30) 20x20x20 0,62 ( 0' 10 0,13) ( 0'11 . 0,13) 
0,75 ' ' 

Schreiber et Keller 121x121 0,61 
0,74 



APPLICATION A LA VENTILATION D1 UNE CABINE DE PEINTURE 

Le schema SOLA et le schema semi-implicite ont ete testes sur une configura­

tion reelle d'ecoulement. Il s'agit de la ventilation d1 une cabine de peinture 

du type 11carrossier 11
• L'air est introduit dans la cabine a vitesse constante 

(W = 1) par un plafond filtrant les poussieres (plenum). 11 est extrait au 

niveau du sol par un systeme d 1evacuation compose de deux fosses paralleles 
(fig. 4). 

L'ecoulement est suppose bidimensionnel et laminaire. Le caractere bidimen­

sionnel de 1 'ecoulement a ete verifie experimentalement par une autre equipe de 

l 'INRS ~SJ. La symetrie de la cabine nous a permis de restreindre les calculs a 
sa moitie. 

Resultats de calcul 

Les ecoul ements etudi es sont ceux correspondant a Re = 100, Re = 1000 et 

Re = 5000. Les calculs sont faits en utilisant le code explicite SOLA et le 

code semi-implicite. Le maillage choisi est (22x6x22) et le pas de temps est 

6t = 0,01. L'etat initial de l'ecoulement a Re= 100 est celui du repos, tandis 

que ceux des ecoulements a Re = 1000 et Re = 5000 sont les etats asymptotiques 

obtenus a Re = 100 et Re = 1000 respecti vement. La convergence a ete tres 

lente, notamment pour le schema 11 semi-implicite 11 
; ceci est du, d1 une part, a 

la discontinuite des conditions aux limites et, d1 autre part, a la lenteur de 

la procedure iterative de Gauss Seidel. En effet, en prenant comme conditions 

aux limites a la sortie les valeurs des vitesses calculees par le code SOLA, la 

convergence de la methode semi-implicite s'obtient au bout de 100 iterations 

seulement. 
Les trois ecoulements etudies se distinguent par la longueur de leurs zones 

de recirculations (figures 5, 6). A Re = 5000, nous avons mis en evidence 

l 'existence d 1 une zone de fluide mart tout au long de la paroi (figure 7). 

Les coordonnees (X 1 , Z1 ) et (X 2 , Z2 ) des points de decollement et de recol­

lement ainsi que d'autres resultats de calcul sur l'Arr:dhal V7 sont regroupes 

dans le tableau 2. 



TABLEAU 2 

Cabine de peinture - Resultats de calcul. 

Longueurs de zones de 
Nombre Nombre CPU recirculation 

Re d' i tera- CPU/t. t de total (rl) 
tions/6t cycles (X1 ' Z1) (X2 ' Z2) 

100 823 14,5 371 105 mn (0,92 . 1,36) (0,92 . 0,42) ' ' 
1000 822 14,5 470 31 mn 05 ( 0' 77 . 2, 10) ( 0, 77 . 0, 75) ' ' 
5000 819 14,5 586 ( 0' 77 ' 2,81) ( 0, 77 ' 0, 15) 

DEVELOPPEMENT 

Etudions maintenant le cas ou l 'air transporte un polluant. Introduisons 

alors l'hypothese supplementaire suivante: les proprietes physiques de l'air 

sont supposees constantes, sauf la masse volumique pour laquelle l 'approxima­

tion de Boussinesq est appliquee. 

Dans le cas OU il n'existe qu'un seul polluant, le systeme d'equations a 
resoudre est le suivant 

o Vi + V. V. . = ot J. l,J 

Vi.i = 0 

OT \ T .. -=-- ,11 
Dt pCp 

LI analyse theori que de 1 a stabil ite de ce systeme a ete rea 1 i see pour l es 

deux schemas de la methode de compressibilite artificielle et a permis de pre­

ciser les nouveaux domaines de stabilite. Les inegalites supplementaires qui 

doivent etre satisfaites respectivement sont les suivantes : 

- Schema explicite 
lit ~ .!. 

Re Prh2 6 

Schema semi-implicite 

3 ) ~ 1 et 
Re.Pr 

(JUI + IVI + IWI )2 ~ ~3~ 
Re.Pr 

Application a la cavite en convection naturelle 

Les resultats obtenus, tant pour le champ de vitesses que pour le champ de 

polluant (position du centre de tourbillon principal, position des tourbillons 

secondaires, courbes isopolluant et coefficient de transfert de chaleur a la 

paroi), concordent parfaitement avec ceux releves dans la bibliographie. 
~ 



TABLEAU 3 
Cavite en convection naturelle - Resultats de calcul. 

Nombre Schemas Nombre CPUht CPU Nu 
de d'itera- ( s) total 

Rayleigh tions/t.t Amdhal V7 Presente De Vahl Poots etude Davis 

Ra = 100 SOLA 64 0,68 1 mn 1,015 
Semi-implicite 62 4,46 2 mn 45 1,0045 

Ra =1000 SOLA 56 0,64 3 mn 25 1,10 1, 117 1,041 Semi-implicite 98 5,85 4 mn 01 1,19 

Ra = 1Q4 SOLA 64 0,82 4 mn 15 2,285 2,24 1,706 
Semi-implicite 62 10,63 5 mn 19 2,30 

Application a la cavite entrainee en convection mixte 
Le but de ce calcul est de mettre en evidence la modification de la configu­

ration de l'ecoulement, due aux forces de volume (figure 9). 
Ces codes doivent maintenant etre appliques a la cabine de peinture. 

CONCLUSION ET DEVELOPPEMENTS FUTURS 
Les trois codes de calcul developpes se sont reveles aptes a resoudre cer­

tai ns problemes rencontres dans le cadre de la ventilation generale des locaux, 
avec la superiorite du code SOLA qui est plus economique en temps C.P.U. Ils 
donnent deja des renseignements fort interessants. Toutefois, la mise au point 
de ces codes doit etre poursuivie, d'une part, afin de surmonter quelques dif­
ficultes numeriques et, d'autre part, afin d'introduire le mecanisme de la 
turbulence. 



NOMENCLATURE 

Vi 
p 
T 
p 
t 
Lit 

(U,V,W) Composantes de la vitesse 
Press ion 
Temperature 
Masse volumique de l 'air 
Temps 

x, y, z 
Pas de temps 
Coordonnees 
Pas d 1 espace 
Divergence 

h OU liX, tJ.y' tJ.Z 
div 
indices 

i 
h 
n 
u 

Cp 

~ 
g 
A. 

VL Re 
Pr ~p µ/t.. 
Ra = g ~ L 3 ti t 

au 

Nu 

Nu 

1, 2' 3 
Indice de discretisation dans l'espace 
Indice de discretisation dans le temps 
Indice d 1 iteration 
Capacite calorifique a pression constante (par unite de 
masse) 
Coefficient d'expansion volumique 
Acceleration de la pesanteur 
Conductivite thermique 
Nombre de Reynolds 
Nombre de Prandtl 
Nombre de Rayleigh 

Nombre de Nusselt local 

Nombre de Nusselt moyen 
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